Osnove matematicke logike



SUD = izjavna recenica za koju se moZe utvrditi je il
istinita ili lazna

Koje su od ovih recenica sudovi?

*2+3=5 *x=3

e1+1=3 * Ako je x* = 4, onda je x = 2.

* 14 je neparan broj e Akojex € Nix? = 4,ondajex = 2.
e 17 je prost broj e a’ + b? = ¢*

et > 1 * Lijepo je vrijeme.

» 1019 je veliki broj » Danas je utorak.

* 101°"° + 1 je prost broj * Koliko je sati?

. 1010"° — 1 je prost broj e Stepenaste zelene ideje kuhaju trokut.

* Ovo je lazan sud.



Slozeni sudovi i tablice istinitosti

* negacija

* konjunkcija
* disjunkcija

* implikacija
* ekvivalencija

—A

ANANB
AV B

A=>2HB
A B

sud koji je istinit tocno onda kada je sud A lazan

sud koji je istinit toCno onda kada su istiniti i sud A i sud B

sud koji je lazan to¢no onda kada su lazniisud Aisud B

sud koji je lazan toCno onda kada je A istinit, a B lazan

sud koji je istinit onda kada su istiniti i sud A i sud B
te onda kada su lazniisud Aisud B



Negacija suda

Negirajte ove recenice:

e —A
*ne A, nije4,nonA * Danas je subota.
* sud koji je istinit tocno onda e3< 4
kada je sud A lazan e x> 2
e Ku¢a nema krowv.
* tablica

 Svaka kuca ima krov.
* Postoji stolica s dvije noge.



Konjunkcija sudova

cANB A&B A ="Danas je subota."

AiB e B="mr < 4"

* sud koji je istinit tocno onda e C ="Supetar je najvece naselje na
kada su istinitii sud A i sud B otoku Bracu."

Zapisite sudove i odredite jesu li istiniti:

*ANB
*BAC

e tablica

e kada je sud A A B lazan?



Disjunkcija sudova

e AVEB A ="Danas je subota."

«Aili B *B="m=4"

* sud koji je lazan tocno onda e C ="Supetar je najvece naselje na
kada su lazniisud 4 isud B otoku Bracu."

Zapisite sudove i odredite jesu li istiniti:

*AVEB
*BVvC(C

e tablica

* kada je sud A V B istinit?



Implikacija sudova

e A= B e A= 1<?2
« A implicira B, A povlaéi B e B= n1<4
* iz Aslijedi B, ako A onda B e C= mT=24

A je dovoljan uvjet za B
. J J e D= 0>1

* B jenuzan uvjetza A

Zapisite sudove i odredite jesu li istiniti:

sud koji je lazan tocno onda e A= B B=C
kada je A istinit, a B lazan e (=D D= A

. , o
kada je sud A = B istinit: e B =B C=C

e tablica



Ekvivalencija sudova

A& B c A= 1<?2
« A je ekvivalentno s B e B= n1<4
* A akoisamo ako B e C= mT=24

* Aondai da kada B
onda i samo onda kada D= 0>1

* A je nuzanidovoljan uvjetza B

Zapisite sudove i odredite jesu li istiniti:
 sud koji je istinit onda kada su

istiniti i sud A i sud B te onda *AeB BoC
kada su lazniisud Aisud B e C D Do A
e kada je sud A & B lazan? BB CsC

e tablica



Ako je... . _ )
... zapisSite sljedece sudove

1) A = broj 7 je paran” i odredite jesu li istiniti:
Y/

B = ,broj 7 je prost” * =B
A= 1B
2) « A= ,broj7jeparan” eB= A
* B =,broj 7 je prost” AV EB
*BAA
3) e A = trokut ima dvije sukladne stranice” cAe B
* B = ,trokut ima dva sukladna kuta” A= —B

e 4AAB



Tablica istinitosti ili semanticka tablica

e istinit sud 1

* [azan sud 0
e ispitivanje slozenih sudova

* sve mogucnosti istinitosti osnovnih sudova
e dva, Cetiri, osam,... redaka
* sistematicnost !



Tablica istinitosti ili semanticka tablica

* tautologija ... ako pripadni stupac tablice istinitosti sadrZi samo ,1”

+ (A= B) & (A V B)

e semanticki jednaki sudovi ... ako se pripadni stupci
tablice istinitosti podudaraju

e A=>B=—-AVBEB

e Za slozene sudove P i Q kazemo da su semanticki jednaki ako i samo
ako je sud P & ( tautologija.



Propozicija 1.8. Neka su A 1 B sudovi. Tada vrijedi:
(@) ~(0A) = A
(b) =(AAB)=(-A)V (-B),

(c) =(AVB)=(=A)A(-B);

_ Dokazite ove tvrdnje pomocu
() A=B=-AVB semanticke tablice ili na drugi nacin.

(¢) =(A= B)=AA-B.

Tordnje (b) 1 (¢) zovemo De Morganovi zakoni.



Propozicija 1.9. Neka su A i B sudovi. Tada vrijedi:

(1) A B = (A=B)AN(B=A);

(b) ANB = BAA, AVB = BVA;

(c) (ANB)ANC = AN(BAC), (AVB)vVC = AV (BVC);
(d) AN(BVC) = (AANB)V(AANC);

(e) AV(BAC) = (AVB)A(AVC);

l AVO = A, AN = A Dokafite ove tvrdnje pomocu

semanticke tablice ili na drugi nacin.

(¢ AN-A =0, AV-A =1



Promatramo implikaciju, to jest sud A = B.
Od nje mozemo dobiti ova tri suda:

B=>A —B = —A —A = B

obrat obrat po kontrapoziciji suprotni sud

Zapisite rije¢ima tvrdnju A = B, njen obrat, obrat po kontrapoziciji i suprotnu implikaciju.
Odredite koji su od tih sudova istiniti, a koji lazni.

1) * A =,broj x je djeljivs 3” 2) c A=x>0iy>0
* B =,brojx jeslozen” *B=x+y>0

Podrazumijeva se ,za sve (prirodne, realne,...) vrijednosti x i y”. Ovdje se zapravo radi o predikatima.



Predikati

* A ="broj 100 je djeljiv brojem 4"
* B ="broj 50 je djeljiv brojem 7"
 C ="broj a je djeljivbrojem b"

* C nije sud, ali ako znamo kolikisu aib...
* C(a,b) = "broj a je djeljiv brojem b"

Predikat je izjavna recenica koja sadrzi jednu ili vise varijabli, te
uvrstavanjem bilo kojih vrijednosti varijabli postaje sud.



Predikati

*Dx)=,x+1>3"
D(100) je istinit sud, D(—1) je lazan sud
D(x) ima smisla ako je x realan broj.

* P(x) ="x je prost broj"
* Q(S) ="S je pravokutnik"



Primjeri

NapisSite sud A = B, njegov obrat, obrat po kontrapoziciji i suprotni
sud, akosu A i B:

* A(n) ="njeprost" B(n) ="njedjeljivs 4" (n € N)
*A(n) ="njeparan” B(n) ="n je neparan” (n € N)
* A(n) ="njeparan” B(n) = "n je djeljivs 2" (n € Z)
* A(n) = "n je pozitivan", B(n) = "n je djeljivs 2" (n € Z)

Za svaki od tih slozenih sudova odredite jesu li istiniti ili lazni.



Kvantifikatori

* od predikata mogu nastati sudovi i na druge nacine...

P — [ t b T
* Postoji prirodan broj koji je prost. (x) = "x je prost broj

 Svaki prirodan broj je prost.

* univerzalni kvantifikator  egzistencijalni kvantifikator

* (Vx)(P(x)) * (3x)(P(x))

e V Citamo ,,za svaki” * 3 Citamo , postoji”



Primjer!
Procitajte ove recenice i
odredite jesu li istinite.

* (Vx € R)(x? = 0)

* (Vx € R)(x% +2x — 8 < 0)

c(Ax ER)(x?*+2x—8<0)

e (Ax € R)(x*? = —3)
c(VxeR)(VYyER)(x+y=y+x)
s (VxeR) @Ay ER)(x+y=0)
c(Ax eR)(VyER)(x+y=0)



Neka je P neki predikat. (npr. P(x) = x > 3)
Sto zapravo znadi?

* (VX)P(x) * (3x)P(x)
* (Vx € R) P(x) * (3x € R) P(x)

To je kraci zapis za:
* (Vx)((x € R) = P(x)) * (3x0)((x € R) A P(x))

Ovo je bitno da bismo mogli negirati sudove s kvantifikatorima



Negiranje sudova s kvantifikatorima

Sto je suprotno od Sto je suprotno od
"za svaki broj vrijedi tvrdnja" ? "postoji broj za koji vrijedi tvrdnja" ?
negacija suda (Vx)P(x) negacija suda (3x)P(x)
je sud je sud
_I((VX)P(X)) —|((Elx)P(x))
odnosho odnosho

(I3x)—P(x) (Vx)—=P(x)



Negirajmo sud

(Ax e Z)(Vy eN) (x+y > 0)
-(3x€eZ)(VyeN) (x+y > 0)
(Vx€Z)-(VyeN) (x+y>0)
(Vx €Z) Ay e N)=(x +y > 0)

(Vx€Z)FyeN)(x+y<0)



=l

* P(x) predikat

 kvantifikator univerzalne egzistencije
(2! x)P(x)

3! ¢itamo ,,postoji tocno jedan” ili ,,postoji jedinstven”

* (Al x)P(x) je skracena oznaka za
(3x) (P) A (Vy)(P(y) =y = x))



* Sto je negacija suda (' x)P(x) ?

Intuitivno:
nije istina da postoji to¢no jedan (x za koji vrijedi tvrdnja P(x))
= ne postoji niti jedan ili postoji vise od jednog

formalno:
—|((EI! x)P(x)) = (EIx)(P(x) ANVY)(P(y) >y = x))



~(@'0)PX) = = @D (P() A (V))(P(y) = y = x))
= (Vx) 2(P(x) A (Vy)(P(y) =y = x))
= (Vx)(=P(X)) V (~(Vy)(P(y) = y = x)))
= (Vx)((=P(x)) v (Fy)=(P(y) = y = x)))
= (V) ((=P(X)) v (@) (P(y) A =(y = x))))
= (Vx)((=P(x) vV (Ay)(P) A (Y # x))))

za svaki x... ili ne vrijedi P(x) ili postoji jos neki y tako da vrijedi P(y)

ne postoji niti jedan ili postoji vise od jednog



Primjeri

Negirajte sudove:

e (Vx€eZ)@A!yeZ)x+y =23
c@AxeZ)(VyeN)x+y>0

ce@A'xeN)@AyeEN)x+y =2
c (Vx €eQ)(VYEQ) x+y =3
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